Exposition

Huhn liersch

Vektorielle Geometrie - Vertiefung

Elefanten
furchten Hihner,
weil sie insaeheim
wissen: Ein
wiitendes Huhn
kann mit einer
einzigen Feder ihre
@anze \Welt aus
den Anceln hesen
—und das ist
einfach zu agsurd,
umw es zu
ianorieren!

Die Schiilerinnen und Schiiler erweitern ihr Wissen zur Darstellung von
Geraden durch die vektorielle Beschreibung mithilfe einer
Parametergleichung. Sie erkennen die Tragf&higkeit dieser Darstellung
insbesondere auch im dreidimensionalen Raum und iibertragen diese auf
die Beschreibung von Ebenen. Bei der Darstellung von Geraden und
Ebenen im dreidimensionalen Koordinatensystem sowie der Untersuchung
von deren Lagebeziehungen wird das r&dumliche Vorstellungsvermdgen
weiter geschult. Damit kdnnen die Schiilerinnen und Schiiler lineare
Gleichungssysteme geometrisch interpretieren und ihre Ldsung deuten.
Schlieffilich fithren sie Fl&chen- und Volumenberechnungen an Objekten im
Raum durch und modellieren reale Situationen mithilfe geometrischer
Objekte.
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Komplikation

Bearbeite die folgende Aufgabe unter Beriicksichtigung der einzelnen
Problemldseschritte. Dokumentiere und reflektiere deine
Vorgehensweise.

Crash liersch

Die Flugbahn zweier Hithner H; und Hs werden durch zwei Geraden im hrer Siocon oin
Raum modelliert. H; startet in A(—2| —2|2) und fliegt in Richtung des  Keines Stuckso

wie ein

Punktes B(2|4]|2). Hy startet in C(3|0|1) und fliegt in Richtung des setrunkerer
Punktes D(— 1 |5 | 3) . Klaren Gedanken

fasst — kurz,
uperraschend und
mit einem agrupten
Ende in der
nachsten Hecke!

T3

N

/O 1 z2

1
x1

1. Streichle ein Huhn.
2. Gib an, welche Flugbahn zu welchem Huhn gehdrt.

3. Untersuche den Wahrheitsgehalt der Aussage: ’Es gibt einen
Hihnercrash’.



Peripetie

1. Wir definieren mit dem Stiitzvektor § und dem Richtungsvektor r
fiir £ € R eine [Gerade ¢ als Menge aller Punkte X, fiir deren

Ortsvektor 7 gilt:
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Stu tzvektor
stuzt die Gerade

Wir unterscheiden vier verschiedene Lagebeziehungen von Geraden:

Sind die Richtunasvektoren Vielfache?

Lieat ein Stutzpunkt
auf der anderen Geraden

Jf \

Identisch Parallel
x3 x3
1 1
0 1 Z2 122
.’El]‘ .Tl]‘

Liefert Gleichsetzen
einen Schnittpunkt?

)f Nein
Schnittpunkt Windschief
x3 €3
1 1
0 1 T2 0 1 22
1’11 3311

Wenn sich zwei Geraden mit den Richtungsvektoren 7 und @

schneiden, so berechnen wir ihren |Schnittwinkel o« durch:

Q. = arccos (

Der Betraa einer
Z a8kl macht sie
positiv, der Betraa
eines Vektors ist
seine Lanae!



3.

Wir definieren mit dem Stiitzvektor § und den Spannvektoren d und

b fir r; s € R eine [Ebene E in der |[Parameterform als Menge
I Prinzip wie eine

aller Punkte X, fiir deren Ortsvektor 7 gilt: Gerade mit zwei

Richtunasvekto-
ren!
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Wir konnen eine Ebene in der Koordinatenform darstellen durch:

EF:ni-x14+ne-x20+ng-x3=d

3
Normalenvektor steht
T senkrecht aub der Erene
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1
0 1 2,
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Dabei sind nq; mo und ng die Koordinaten des Normalenvektors 1.
Dieser steht senkrecht auf den Spannvektoren und berechnet sich

aus dem |Vektorprodukt der Spannvektoren: Eeim
Vektorprodukt ist
das Eraepnis ein

Vektor, geim
ai bl ag - b3 —az- b2 ni Skalarprodukt eine
reelle Z ahl!
n = a2 X bQ = a3.bl_a1.b3 = n9

as b3 aj - bQ —ag - bg ns



4. Wir veranschulichen die Lage von Ebenen mit Spurpunkten

auf den Koordinatenachsen liegen:

Egene jst pParalle|
zur Koor‘dina'tar\achse
hat deshalg nur

i
3 zwel Spurpunkte
\_/
S3
1 \

S ? die Bei einem
Spurpunkt sind
immer zwei
kKoordinaten Nul!
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So

—

Erene ist parallel
ur koordinatenesens,
hat deshale NUC
einen Spurpunkt

S6 x2

5. Wir untersuchen Lagebeziehungen von Ebenen durch das Vergleichen
der Normalenvektoren und Richtungsvektoren und der
Losungsvielfalt des zugehdrigen linearen Gleihungssystems:

Gerade in Ebene
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6. Wir bestimmen |[Abstédnde| d von geometrischen Objekten.

Abstand zweier Punkte:
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d= \/(al —51)2+(a2—b2)2—|— (a3 —bg)2 K

0« 1 T2
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Abstand zwischen Punkt und Gerade (Analog parallele Geraden):

d= /(a1 — 1)? + (a2 — g2)2 + (a3 — g3)?

Der kieh*cur\asvektor
der Geraden steht
senkrecht Zum
ABs-tar\dsvek-tor
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Abstand zwischen Punkt und Ebene (Analog parallele Ebenen oder

Gerade und Ebene):

d=/(ly = b1)% + (la — b2)? + (I3 — b3)?

Der LotsuBpunkt ist
der Schnittpunkt der
Irten Lotaeraden

senkrec
und der Egene

7. Wir l6sen geometrische Problemstellungen im Sachzusammenhang und

T3
L(lh|l2]i3)
ly ——e
0 1 x2
1 H
A(ai]az|as)

T

interpretieren die Ergebnisse im Kontext der Anwendung. im

Sachzusammenhang:

Entsprickt der
Lénae des Versin-
dunasvektors



Retardation

1. Gegeben ist die Gerade g mit:

1.1.

1.2.

1.3.

Zeichne die Gerade in ein dreidimensionales
Koordinatensystem.

Untersuche, ob die Punkte P(1]2|3) und Q(a|l0-a|8) fir ein
a € R auf g liegen.

Ermittle den Schnittwinkel von g mit der ziz2-Ebene mit Hilfe
der besonderen Lage von g¢.

2. Gegeben sind die Geraden g und h mit:

2.1.

2.2.

2 —1 —1 1
g:Z=[1+r-| 1 |; h:Z=1|0 |+s-|1
0 3 1 1

Gib an, welche Gerade dargestellt ist. Skizziere dazu eine
parallele Gerade und gib ihre Geradengleichung an.

T3

0 1 T2
1

Ermittle die Lage von g zu h und berechne gegebenenfalls
Schnittwinkel und Schnittpunkt.

I

Ermittle eine Gerade, die windschief zu g steht und A
schneidet.

Taschenrechner

Taschenrechner



3. Gegeben sind die drei Punkte A(3|0|1); B(0]4|2) und C(3|0|7), die
auf der Ebene E liegen. AuBerdem ist die Gerade ¢ gegeben mit:

0 3
g:Z=|4|+r —4
2 5

3.1. Gib eine Parameterform von E an.
3.2. Berechne die Normalenform von F.

3.3. Gib die Normalenform von F an, wenn F vom Punkt A und der
Geraden g aufgespannt wird.

4. Gegeben sind die Ebenen F und F mit:
E:4-21+3 - 29+12-23 =12
F:z14+x23=3

4.1. Gib alle Spurpunkte von £ und F' an.

4.2. Zeichne die Ebenen in ein dreidimensionales
Koordinatensystem.

4.3. Ermittle zeichnerisch die Schnittgerade von F und F'.

5. Gegeben sind die Ebenen E und F', sowie die Gerade g mit:
E:2-21+29+3-23=6

F:4-21—2-29+x3=3

1 1
g:r=|1]+r-|2
0 0

5.1. Gib die Lage von g und F' an.
5.2. Berechne den Schnittpunkt von ¢ und FE.
5.3. Ermittle die Schnittgerade von E und F'.



6. Gegeben ist der Punkt A(3|3|3), sowie die Gerade ¢ und die Ebene F

mit:
E:4-21—-2-290+23=3

1 1
g:&=1[1]|+r-|2
0 0

6.1. Berechne den Abstand von A zum Stiitzpunkt von g.

6.2. Berechne den Abstand von A zu g.

6.3. Ermittle den Abstand von A zu F und Ermittle den Punkt A’,
der bei der Spiegelung von A an der Ebene E entsteht.

7. Eine Pyramide mit rechteckiger Grundfl&che in der xjzo-Ebene hat

die Hohe 3.
T3

I

7.1. Gib mit Hilfe der Skizze die Koordinaten aller Eckpunkte an,
wenn die Spitze S mittig iiber der Grundfl&che liegt.

7.2. Berechne das Volumen und die Mantelf&che der Pyramide. echenroder
Berechne den Schattenpunkt S, den eine Lichtquelle von
L(3|0|5) geradlinig von S auf die zjxy-Ebene wirft.

7.3. Erlédutere, wie man n8herungsweise eine Ebene E ermitteln
kann, die parallel zur zjxo-Ebene liegt, sodass die Ebene die
Pyramide in zwei gleich grofite Teile teilt.



Katastrophe

Ein Elefant wird am Spieff gegrillt.

Der Elefant hatte
nie gedackt, dass
sein Taa mit einem
philosophischen
Streit uper
Brathshnchen
Beainnt und mit
drei Hihnern
endet, die ihn
UBerzeuct hasen,
dass er das
Brathshnchen ist

Grillen liersch

Der Grillspieff g wird modelliert durch die Schnittgerade der Ebene E
und der Ebene F'. Die Ebene E ist gegeben durch:

E:2-21—29+3 23 =168

Die Ebene F' wird aufgespannt durch die Geraden ¢ und h mit:

28 14 30 6
g:x=12214+r-120]1; h:Z=122]4+s-|10
34 8 14 14

1. Schreibe ein trauriges Gedicht iiber den gegrillten Elefanten.
2. Ermittle die Koordinatenform der Ebene F'.

3. Um die Gartemperatur zu iiberpriifen, fiihren die Hiihner ein
Thermometer geradlinig in das Grillgut ein, bei der sie den
Grillspieff treffen Die Thermometerbewegung ¢ wird modelliert
durch die Gerade:

Ermittle den Punkt, in dem das Thermometer den Grillspiefs trifft.



